Teorema (Liouville): Seja f : C — C inteira e limitada, ou
seja, tal que existe um M > 0 para o qual |f(2)| < M para
todo o z € C. Entdo f é constante.

Teorema Fundamental da Algebra: Seja

Pn<z) = a,z" + an—lzn_1 + - a1z T+ ap,

com a,, Ap_1,-..,a1, a9 € C, a, # 0, um polinémio de grau
n. Entdo existe 2y € C tal que P,(2) = 0.




Definicao: Seja {2 C R" aberto, e f : {) = R, C de classe
C?(Q)). Entio, diz-se que f é harménica se
RN
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Af — 0.

Teorema: Seja f: Dy C C — C, dada por

f(2) = u(x,y) + iv(x,y) uma fun¢do holomorfa na regido
Dy. Entdo u e v sdo fungdes reais harmdnicas em Dy, ou seja,
f € harmonica:

Af = Au+1Av =0,
para todo o z = x + 1y € Dy.

Definicio: Seja 2 C R? aberto, e u : 2 — R uma funcio
harmoénica. Ent3do, diz-se que v : {2 — R é conjugado
harmonico de v em () se f = u + v € holomorfa em

Q) c C.

Teorema: Seja 2 C R? uma regido simplesmente conexa.
Entdo, se u : 2 — R? é harmdnica em (2, existe conjugado
harmonico nesse conjunto, que é Gnico a menos duma
constante real aditiva. Em particular, toda a funcao harménica
é infinitamente diferenciavel.




Séries

Seja {z;} uma sucessdo complexa. Quer-se somar os infinitos
termos da sucessao
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Definicdo: Dada uma sucessdo complexa {z;} chama-se
sucessao das somas parciais a sucessao
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Diz-se que a série ijl Zj converge se converge a sucessao
das somas parciais. Nesse caso chama-se soma da série ao
limites da sucessao das somas parciais,
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Proposicao: Uma série da forma
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diz-se uma série geométrica de razao r € C. Diverge se
7| > 1 e converge para |r| < 1 com soma
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Proposicdo: Se uma série ) .~ 2; converge entdo,
necessariamente, o termo geral é um infinitésimo, ou seja
lim;_,~ 2z; = 0. Equivalentemente, se z; /4 0 entdo a
correspondente série diverge.
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Proposicdo: Se » .=, zj e ) .~ w; sdo séries convergentes,
entdo também o sdo as séries

o > “i(zjtwj)easomaé )y T zi+ ) 7w

©¢) 4 ©.¢)
e > . czjparaqualquerce Ceasomaéc) ) 2.




.~ o oo ) 4
Proposicdo: Uma série » .=, z; converge se e sé se a
sucessao das somas parciais € uma sucessao de Cauchy

n

Vs=0 Inen i n,m > N =[S, — Sp| = Z 2| < 6.
Jj=m+1

Coroldrio: A convergéncia duma série ) ", z; ndo se altera
por modificagdes num ndmero finito de termos (mas, no caso
de convergir, o valor da soma pode alterar-se).

s s/ = 0 ] = &0 i
Coroldrio: Se a série ) .~ |2;| converge, entdo > =, z;
converge.




